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矩阵的秩

林胤榜

同济大学数学科学学院
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矩阵的秩 例子

主要内容

1 矩阵的秩

2 例子
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矩阵的秩 例子

回顾

之前的例子中,有的三阶矩阵的行最简形有三个非零行,有的只
有两个,这是原矩阵的表征. 这将会被称为秩.

例子

由上次的例子,

B r∼


1 1 −2 1 4
2 −1 −1 1 2
2 −3 1 −1 2
3 6 −9 7 9

 r∼


1 1 −2 1 4

1 −1 1
3 2
1 −3

0

 .

通过初等行变换化得行阶梯形矩阵有三个非零行. 可进一步通过
初等行变换化简,但这不改变非零行的个数.
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回顾

之前的例子中,有的三阶矩阵的行最简形有三个非零行,有的只
有两个,这是原矩阵的表征. 这将会被称为秩.

例子

由上次的例子,

B r∼


1 1 −2 1 4
2 −1 −1 1 2
2 −3 1 −1 2
3 6 −9 7 9

 r∼


1 1 −2 1 4

1 −1 1
3 2
1 −3

0

 .

通过初等行变换化得行阶梯形矩阵有三个非零行. 可进一步通过
初等行变换化简,但这不改变非零行的个数.
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子式

在定义秩之前先引入子式.

定义

假设 A ∈ Mm×n,取其中 k 行与 k 列相交处的元素按顺序可组成
k 阶行列式,称为 A的 k 阶子式.

引理

设 A r∼ B,则 A与 B 中非零子式的最高阶数相等.

略去证明. (只需对单个初等行变换证明.)
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子式

在定义秩之前先引入子式.

定义

假设 A ∈ Mm×n,取其中 k 行与 k 列相交处的元素按顺序可组成
k 阶行列式,称为 A的 k 阶子式.

引理

设 A r∼ B,则 A与 B 中非零子式的最高阶数相等.

略去证明. (只需对单个初等行变换证明.)
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例子

在上一例子中,

B r∼


1 1 −2 1 4
2 −1 −1 1 2
2 −3 1 −1 2
3 6 −9 7 9

 r∼


1 1 −2 1 4

1 −1 1
3 2
1 −3

0

 .

非零子式的最高阶数为 3: 在行阶梯形矩阵中,可取第一二三行与
第一三四列的交叉.
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矩阵的秩 例子

矩阵的秩

定义

假设 A ∈ Mm×n. 若 A中有一个非零 r 阶子式 D,且所有 r + 1阶
子式均为 0,则 D 是 A的 (一个)最高阶非零子式. 称 r 为 A的
秩,记为 R(A). 约定零矩阵 O 的秩为 0.

我们更关心的不是非零子式本身,而是它的最高阶数.

评述

若所有 r + 1阶子式均为 0,则更高阶子式亦为 0. (利用行列式按
行/列展开.)
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矩阵的秩

定义

假设 A ∈ Mm×n. 若 A中有一个非零 r 阶子式 D,且所有 r + 1阶
子式均为 0,则 D 是 A的 (一个)最高阶非零子式. 称 r 为 A的
秩,记为 R(A). 约定零矩阵 O 的秩为 0.

我们更关心的不是非零子式本身,而是它的最高阶数.

评述

若所有 r + 1阶子式均为 0,则更高阶子式亦为 0. (利用行列式按
行/列展开.)
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矩阵的秩

定义

假设 A ∈ Mm×n. 若 A中有一个非零 r 阶子式 D,且所有 r + 1阶
子式均为 0,则 D 是 A的 (一个)最高阶非零子式. 称 r 为 A的
秩,记为 R(A). 约定零矩阵 O 的秩为 0.

我们更关心的不是非零子式本身,而是它的最高阶数.

评述

若所有 r + 1阶子式均为 0,则更高阶子式亦为 0. (利用行列式按
行/列展开.)
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秩的一种解释

令 A =

(
1 0
0 0

)
,则它诱导一个映射

LA : R2 → R2, X =

(
x
y

)
7→ AX =

(
x
0

)
.

该映射的像集是 x 轴 (1维).

另外,令 B =

(
1 0
0 1

)
,它诱导映射

LB : R2 → R2, X =

(
x
y

)
7→ BX =

(
x
y

)
.

像集是整个平面 (2维).注意到,

评述

矩阵的秩等于相应的映射的像集的维数.
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秩的一种解释

令 A =

(
1 0
0 0

)
,则它诱导一个映射

LA : R2 → R2, X =

(
x
y

)
7→ AX =

(
x
0

)
.

该映射的像集是 x 轴 (1维).

另外,令 B =

(
1 0
0 1

)
,它诱导映射

LB : R2 → R2, X =

(
x
y

)
7→ BX =

(
x
y

)
.

像集是整个平面 (2维).

注意到,

评述

矩阵的秩等于相应的映射的像集的维数.
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矩阵的秩 例子

秩的一种解释

令 A =

(
1 0
0 0

)
,则它诱导一个映射

LA : R2 → R2, X =

(
x
y

)
7→ AX =

(
x
0

)
.

该映射的像集是 x 轴 (1维).

另外,令 B =

(
1 0
0 1

)
,它诱导映射

LB : R2 → R2, X =

(
x
y

)
7→ BX =

(
x
y

)
.

像集是整个平面 (2维).注意到,

评述

矩阵的秩等于相应的映射的像集的维数.
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秩的性质

假设 A ∈ Mm×n.
1 R(A) ≤ min{m, n}.

(子式的阶数不会超过行数或者列数.)

2 由于转置并不改变行列式, R(A) = R(AT ).
3 假设 A ∈ Mn×n. 若 A可逆,则 R(A) = n(称为满秩矩阵);否
则 R(A) < n.

4 若 A ∼ B,则 R(A) = R(B).

证明.

由引理知,初等行变换并不改变矩阵的秩,所以由 A r∼ B 可推出
R(A) = R(B). 只需证 A c∼ B ⇒ R(A) = R(B). 因为若 A c∼ B,则
AT r∼ BT . 于是 R(A) = R(AT ) = R(BT ) = R(B).

5 推论.若 P,Q 可逆,使得 PAQ = B 则, R(A) = R(B).
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秩的性质

假设 A ∈ Mm×n.
1 R(A) ≤ min{m, n}.

(子式的阶数不会超过行数或者列数.)
2 由于转置并不改变行列式, R(A) = R(AT ).

3 假设 A ∈ Mn×n. 若 A可逆,则 R(A) = n(称为满秩矩阵);否
则 R(A) < n.

4 若 A ∼ B,则 R(A) = R(B).

证明.

由引理知,初等行变换并不改变矩阵的秩,所以由 A r∼ B 可推出
R(A) = R(B). 只需证 A c∼ B ⇒ R(A) = R(B). 因为若 A c∼ B,则
AT r∼ BT . 于是 R(A) = R(AT ) = R(BT ) = R(B).

5 推论.若 P,Q 可逆,使得 PAQ = B 则, R(A) = R(B).
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秩的性质

假设 A ∈ Mm×n.
1 R(A) ≤ min{m, n}.

(子式的阶数不会超过行数或者列数.)
2 由于转置并不改变行列式, R(A) = R(AT ).
3 假设 A ∈ Mn×n. 若 A可逆,则 R(A) = n(称为满秩矩阵);否
则 R(A) < n.

4 若 A ∼ B,则 R(A) = R(B).

证明.

由引理知,初等行变换并不改变矩阵的秩,所以由 A r∼ B 可推出
R(A) = R(B). 只需证 A c∼ B ⇒ R(A) = R(B). 因为若 A c∼ B,则
AT r∼ BT . 于是 R(A) = R(AT ) = R(BT ) = R(B).

5 推论.若 P,Q 可逆,使得 PAQ = B 则, R(A) = R(B).
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秩的性质

假设 A ∈ Mm×n.
1 R(A) ≤ min{m, n}.

(子式的阶数不会超过行数或者列数.)
2 由于转置并不改变行列式, R(A) = R(AT ).
3 假设 A ∈ Mn×n. 若 A可逆,则 R(A) = n(称为满秩矩阵);否
则 R(A) < n.

4 若 A ∼ B,则 R(A) = R(B).

证明.

由引理知,初等行变换并不改变矩阵的秩,所以由 A r∼ B 可推出
R(A) = R(B). 只需证 A c∼ B ⇒ R(A) = R(B). 因为若 A c∼ B,则
AT r∼ BT . 于是 R(A) = R(AT ) = R(BT ) = R(B).

5 推论.若 P,Q 可逆,使得 PAQ = B 则, R(A) = R(B).
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秩的性质

假设 A ∈ Mm×n.
1 R(A) ≤ min{m, n}.

(子式的阶数不会超过行数或者列数.)
2 由于转置并不改变行列式, R(A) = R(AT ).
3 假设 A ∈ Mn×n. 若 A可逆,则 R(A) = n(称为满秩矩阵);否
则 R(A) < n.

4 若 A ∼ B,则 R(A) = R(B).

证明.

由引理知,初等行变换并不改变矩阵的秩,所以由 A r∼ B 可推出
R(A) = R(B). 只需证 A c∼ B ⇒ R(A) = R(B). 因为若 A c∼ B,则
AT r∼ BT . 于是 R(A) = R(AT ) = R(BT ) = R(B).

5 推论.若 P,Q 可逆,使得 PAQ = B 则, R(A) = R(B).
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秩的性质

假设 A ∈ Mm×n.
1 R(A) ≤ min{m, n}.

(子式的阶数不会超过行数或者列数.)
2 由于转置并不改变行列式, R(A) = R(AT ).
3 假设 A ∈ Mn×n. 若 A可逆,则 R(A) = n(称为满秩矩阵);否
则 R(A) < n.

4 若 A ∼ B,则 R(A) = R(B).

证明.

由引理知,初等行变换并不改变矩阵的秩,所以由 A r∼ B 可推出
R(A) = R(B). 只需证 A c∼ B ⇒ R(A) = R(B). 因为若 A c∼ B,则
AT r∼ BT . 于是 R(A) = R(AT ) = R(BT ) = R(B).

5 推论.若 P,Q 可逆,使得 PAQ = B 则, R(A) = R(B).
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求秩

方法 (之一):
1 通过初等行变换,将矩阵 A化成行阶梯形; (初等变换不改变
矩阵的秩.)

2 行阶梯形的非零行数就是矩阵的秩 R(A).

例子

林胤榜 同济大学数学科学学院
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矩阵的秩 例子

6 max{R(A),R(B)} ≤ R(A,B) ≤ R(A) + R(B).

证明.

A或 B 的非零子式也是 (A,B)的非零子式. 所以有

R(A) ≤ R(A,B)以及 R(B) ≤ R(A,B). 考虑
(
A,B

)T
=

(
AT

BT

)
.

初等行变换分别将 AT 和 BT 化成行最简形矩阵
∼
A和

∼
B,它们分

别有 R(A)和 R(B)个非零行. 所以,

R(A,B) = R((A,B)T ) = R
(

AT

BT

)
= R

(∼
A
∼
B

)
≤ R(A) + R(B).
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6 max{R(A),R(B)} ≤ R(A,B) ≤ R(A) + R(B).

证明.

A或 B 的非零子式也是 (A,B)的非零子式. 所以有

R(A) ≤ R(A,B)以及 R(B) ≤ R(A,B). 考虑
(
A,B

)T
=

(
AT

BT

)
.

初等行变换分别将 AT 和 BT 化成行最简形矩阵
∼
A和

∼
B,它们分

别有 R(A)和 R(B)个非零行. 所以,

R(A,B) = R((A,B)T ) = R
(

AT

BT

)
= R

(∼
A
∼
B

)
≤ R(A) + R(B).
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7 假设 A,B ∈ Mn×m,则 R(A + B) ≤ R(A) + R(B).

证明.

R(A + B) ≤ R
(

A + B
B

)
= R

(
A
B

)
= R(AT ,BT ) ≤ R(A) + R(B).

8 R(AB) ≤ min{R(A),R(B)}. (后面会证.)
9 若 Am×nBn×l = 0,则 R(A) + R(B) ≤ n. (后面会证.)
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例子

A,B ∈ Mm×n,证明: A ∼ B ⇐⇒ R(A) = R(B).

证明.

(⇒)已证.

(⇐)将 A和 B 化为标准形
(

Ek
0

)
和

(
El

0

)
,则

R
(

Ek
0

)
= k , R

(
El

0

)
= l . 又初等变换不改变矩阵的

秩,所以 k = R(A) = R(B) = l . 所以

A ∼
(

Ek
0

)
=

(
El

0

)
∼ B.
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例子

A =

 1 −2 3k
−1 2k −3
k −2 3

 .

问 k 为何值时,可使 (i) R(A) = 1, (ii) R(A) = 2, (iii) R(A) = 3.

解.

i 若 R(A) = 1,则子式

∣∣∣∣ 1 −2
−1 2k

∣∣∣∣ = 0,即 k = 1.此时

A =

 1 −2 3
−1 2 −3
1 −2 3

 ,

三行成比例,所以所有 2阶子式均为 0, R(A)确实等于 1.
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例子
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ii 若 R(A) = 2,则 (三阶子式)|A| = 0,即

6k + 6k + 6k − 6k2 − 6− 6 = 0

⇔ k3 − 3k + 2 = 0 ⇔ (k − 1)(k − 1)(k + 2) = 0

由 (i)知 k 只可能等于 −2. 此时存在非零子式∣∣∣∣ 1 −2
−1 −4

∣∣∣∣ = −6.

iii 由 |A| 6= 0,得 k 6= 1或 −2.
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例子

若 Am×nBn×l = C 且 R(A) = n,则 R(B) = R(C).

这样的 A称为列满秩矩阵.

证明.

将 A通过初等行变换化为行最简形
(

En
O

)
m×n

,即有可逆矩阵 P

使得 PA =

(
En
O

)
.于是 PC =

(
En
O

)
Bn×l =

(
B
O

)
m×l

. 则

R(C) = R(PC) = R
(

B
O

)
= R(B).

特别地,若 A列满秩且 C = 0,则由 AB = 0可推得 B = 0.
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例子
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